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Observação: É proibido desgrampear as folhas da prova. Respostas sem justificativas, ou que não

incluam os cálculos necessários, não serão consideradas. Desejo-vos uma boa prova!

Notações: B(X,Y ) - Espaço de operadores lineares limidados de X para Y . R(T ) - Imagem ou

Rango de operador T .

(1) Sejam (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) um espaço vetorial normado com ‖f‖∞ := maxx∈[0,1] |f(x)| e

T : C([0, 1])→ C([0, 1])

dado por

(Tf)(x) = x

∫ x

0
f(y)dy.

(a) (1 ponto) Mostre que T é linear, limitado e calcule ‖T‖.
(b) (1 ponto) Mostre que, T−1 : R(T )→ C([0, 1]) existe mas não é limitado.

(2) (2 pontos) Seja X um espaço de Banach. Mostre que X é separável se X∗ é separável. O

que pode dizer sobre rećıproca?

(3) Sejam X,Y espaços vetoriais normados.

(a) (1 ponto) Define uma aplicação aberta de X para Y e dê um exemplo. Mostre que a

imagem de conjunto fechado sob a aplicação aberta não necesariamente é fechado.

(b) (1 ponto) Se X é compacto e T : X → Y é um operador linear, bijetivo e fechado,

mostre que T−1 é limitado.

(4) Seja H um espaço de Hilbert e (xn) ⊂ H uma sequência em H. Mostre as seguintes.

(a) (1 ponto) Se o limite xn ⇀ x ∈ H existe, ele é único e ‖xn‖ é limitado.

(b) (1 ponto) Para T ∈ B(H,H), xn ⇀ x implica Txn ⇀ Tx. (Dica: Use Representação

de Riesz)

(5) (a) (1 ponto) Sejam X,Y espaços de Banach. Mostre que se (Tn) ⊂ B(X,Y ) é uma

sequência de operadores de posto finito e T ∈ B(X,Y ) tal que ‖Tn − T‖B(X,Y ) → 0

então T é compacto. O que pode dizer sobre rećıproca?

(b) (1 ponto) Seja H um espaço de Hilbert e T : H → H linear e limitado. Seja (xn) ⊂ H

uma sequência limitada tal que (T ∗Txn) converge. Mostre que (Txn) é de Cauchy.

Mais ainda mostre que T é compacto se e somente se T ∗T é compacto.







Exame de Qualificação, Doutorado– 23/02/2018
MM 444, Algebra não Comutativa

1. (a) [1 pt] – Enunciar o Teorema de Skolem e Noether.

(b) [1.5 pt] – Seja D uma álgebra de divisão de dimensão finita sobre o corpo real, R. Mostre que D é isomorfo
com álgebra de divisão de quatérnios.

2. (a) [1 pt] –Definir o radical de Jacobson J(R) de um anel R. Mostre que J(R/J(R)) = 0.

(b) [1.5 pt] – Seja A uma ideal do anel R. Mostre que J(A) = A ∩ J(R).

3. (a) [0.5 pt] – Definir o grupo de Brauer B(F ) de um corpo F . (Justificar que é um grupo!)

(b) [1.5 pt]– Mostre que um anel A é semiprimitivo se, e somente se, A possui um módulo à esquerda M semi-
simples e fiel.

4. Responder falsa ou verdadeira a cada uma das afirmações abaixo. Justificar as respostas!

(Resposta sem a devida justificativa não ser á considerada.)

(a) [1 pt]– O grupo de Brauer dos reais é um group ćıclico de ordem 4.

(b) [1 pt] – Todo anel primitivo à esquerda é primo.

(c) [1 pt]– Se A é primo e artiniano à esquerda, então A é simples.


